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ДОСЛІДЖЕННЯ СУБГАРМОНІЙНИХ РЕЖИМІВ КОЛИВАНЬ НА ПРИКЛАДІ СИСТЕМИ 
З ДВОМА СТУПЕНЯМИ СВОБОДИ ПРИ ІМПУЛЬСНОМУ НАВАНТАЖЕННІ 
 
Робота присвячена проблемі пошуку та аналізу субгармонійних режимів у нелінійних коливальних системах. Запропоновано 
інтегральний підхід до оцінки кожного коливання та їх безпосереднього порівняння між собою, використовуючи базові, пер-
винні результати коливального процесу - амплітуди та зміни їх швидкостей. Цей підхід дозволяє працювати з неспотворени-
ми даними, а також не вносити додаткові похибки у процедуру чисельного розв’язання. У статті застосування алгоритму 
показано на системі з двома ступенями свободи, однак може бути легко поширений на багатомасову систему. Зауважимо, що 
на відміну від методу оцінки за перетинами Пуанкаре, де приймає участь лише одна точка фазової площини для кожного 
коливання, запропонований підхід проводить інтегральну оцінку відразу для всіх точок, що виключає помилкове, випадкове 
співпадіння в разі збігу лише декількох точок. Також запропонований алгоритм дає змогу досліджувати діапазон і «стій-
кість» субгармонійних режимів шляхом варіювання кількома параметрами досліджуваної коливальної системи. 





ИССЛЕДОВАНИЕ СУБГАРМОНИЧЕСКИХ РЕЖИМОВ КОЛЕБАНИЙ НА ПРИМЕРЕ СИСТЕМЫ 
С ДВУМЯ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ ПРИ ИМПУЛЬСНОМ НАГРУЖЕНИИ 
 
Работа посвящена проблеме поиска и анализа субгармоничных режимов в нелинейных колебательных системах. Предложен 
интегральный подход к оценке каждого колебания и их непосредственного сравнения между собой, используя базовые, пер-
вичные результаты колебательного процесса – амплитуды и их скорости изменения. Этот подход позволяет работать с неис-
каженными данными, а также не вносить дополнительные искажения в процедуру численного решения. В статье примене-
ние алгоритма показано на системе с двумя степенями свободы, однако может быть легко расширен на многомассовую сис-
тему. Заметим, что в отличие от метода оценки по сечениям Пуанкарэ, где участвует лишь одна точка из фазовой плоскости 
для каждого колебания, предложенный подход проводит интегральную оценку сразу для всех точек, что исключает ложное, 
случайное срабатывание в случае совпадения лишь нескольких точек. Также предложенный алгоритм позволяет исследовать 
диапазон и «устойчивость» субгармонического режима путем варьирования несколькими параметрами исходной колеба-
тельной системы. 
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STUDYING SUBHARMONIC MODES OF VIBRATIONS ON THE EXAMPLE OF A SYSTEM  
WITH TWO DEGREE OF FREEDOMS UNDER PULSE LOADING 
 
The work is devoted to the problem of searching and analyzing subharmonic modes in nonlinear oscillatory systems. An integrated 
approach to the assessment of each oscillation and their direct comparison with each other, using the basic, primary results of the os-
cillatory process — amplitudes and their rates of change — is proposed. This approach allows you to work with undistorted data, and 
also does not introduce additional distortions in the procedure of numerical solution. In the article, the application of the algorithm is 
shown on a system with two degrees of freedom, however, it can be easily extended to a multi-mass system. Note that, in contrast to 
the Pankaret cross section estimation method, where only one point from the phase plane for each oscillation is involved, the proposed 
approach performs an integral assessment for all points at once, which eliminates false, random triggering if only a few points coin-
cide. Also, the proposed algorithm allows to investigate the range and "stability" of the subharmonic mode by varying several parame-
ters of the original oscillating system. 
Keywords: forced vibrations, nonlinear vibration system, subharmonic mode, phase portrait, Poincare’s cross section 
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Вступ. Проблемі дослідження субгармонійних 
режимів коливань присвячено низку публікацій [1-11] 
і в переважній більшості пропонується той чи інший 
підхід до «обробки» вхідних даних - коливань. Зокре-
ма, в роботах [10,11] пропонується використовувати 
Фур'є-перетворення, і на його основі робити ти чи 
інші висновки. У цій роботі пропонується підхід, кот-
рий передбачає пошук і аналіз субгармонійних режи-
мів на основі первинних базових даних – амплітуд 
коливань. У попередніх роботах були отримані ре-
зультати із використанням як збуджувальної сили – 
силу, змінювану за гармонійним законом [12]. У рам-
ках цієї публікації представлені результати пошуку і 
аналізу субгармонійних режимів при довільному пері-
одичному імпульсному навантаженні. Як періодичне 
силове навантаження, у випадку що розглядається, 
використано прямокутний сигнал.  
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Розрахункові моделі. Як досліджувана модель 
використана нелінійна двомасова система з двома 
ступенями свободи (вільності) з нелінійним елемен-
том – рис. 1 (перша з двох пружин має білінійну зале-
жність жорсткості від переміщення – рис. 2).  
Параметри, використані при математичному мо-
делюванні, представлені у табл. 1. Базою для ма-
тематичного модулювання використано програмний 
пакет Maple, який має широкий функціонал для 
розв’язання поставленої задачі. 
 
 
Рисунок 1 – Схема досліджуваної коливальної системи 
 
 
Рисунок 2 – Характеристика білінійної пружини  
(С1 => C11/C12) 
 
Таблиця 1 – Параметри розрахункової моделі 
m1, [кг] 1 
m2, [кг] 1 
C1, [Н/м] C11=2000 C12=2000·C12coef 
C12coef  0.1 ÷ 10 
C2, [Н/м] 2000·C2coef 
C2coef 0.5 ÷1.5 
D1, [Н/м·с] 5 
D2, [Н/м·с] 5 
Амплітуда імпульсу F2, [N] 23 
Тривалість імпульсу F2, [c] 0,02 
Частота збудження F2, [Hz] 3 
 













   (1) 
де f2(t) – кусочно-лінійна функція, графік якої наведе-
но на рис. 3. 
 
 
Рисунок 3 – Графік збуджуючої сили: періодичне імпульсне 
навантаження F2 
 
Задля кількісної оцінки відмінності коливань од-
не від іншого, використовуючи період збуджуючого 













,                    (2) 
нульові значення котрої будуть свідчити про повний 
збіг досліджуваних номерів коливань між собою. Та-
ким чином, можливо дослідити кратність (дольність) 
субгармонійних (або гіпергармонійних) режимів. 
 
Результати досліджень. На рис. 4-5 – наведено 
графіки, що характеризують коливальний процес з 
параметрами, які відповідають табл. 1. Так, на рис. 4 
представлено результат варіювання параметром жорс-
ткості С12 першої пружини та виявлені при цьому 
субгармонійні режими, а на рис. 5 – числове значення 
характеристики відмінності коливань за формулою 
(2). Таким чином, варіювання лише одним з парамет-
рів дало змогу перевести систему в субгармонійний 
режим коливання, тим більше, субгармоніка кратності 
два спостерігається для широкого діапазону значень, а 
також має яскравий особисто виражений характер, що 
буде показано далі. 
 
 
Рис. 4 – Результати пошуку субгармонійних режимів при 
варіюванні параметром жорсткості С12 білінійної пружини 
 
 
Рис. 5 – Характеристика видозміни коливання. Максимальне 
відхилення за формулою (2) 
 
Рис. 6-8 відображають графічний розподіл ре-
зультатів пошуку субгармонійних режимів при варію-
ванні одразу двома змінними параметрами – коефіціє-
нтами при параметрах жорсткості С12 та С2: першою 
(нелінійної) та другої (лінійної) пружин відповідно 
(див. табл. 1). 
На рис. 9-19 наведено детальні результати коли-
вального процесу для варійованих параметрів 
С12coef = 6 та С2coef = 1. В цьому випадку спостері-
гається субгармонійний режим кратності два. 
Видно, що система доволі швидко виходить на 
субгармонійний режим – див. рис. 9-11. 
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Рисунок 6 – Результати пошуку субгармонійних режимів 
при варіюванні двома параметрами жорсткості; С12 біліній-
ної пружини та С2 лінійної пружини 
 
   
 
Рисунок 7 – Орієнтовний номер коливання, після якого  
процес повністю стабілізується 
 
   
Рисунок 8 – Характеристика видозміни коливання. Макси-
мальне відхилення за формулою (2) 
 
 
Рисунок 9 – Часові розподіли переміщень. Початок: перші 




Рисунок 10 – Часові розподіли переміщень.  
Коливання з 100 по 110 
 
 
Рисунок 11 – Часові розподіли переміщень.  
Коливання з 100 по 106 
 
   
   
  
Рисунок 12 – Часові розподіли переміщень: Ux1 ліворуч, 
Ux2 праворуч. Коливання з 100 по 110. Cубгармоніка  
кратності два (відмаштабовано відповідно до статичного 
навантаження) 
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Аналізуючи результати розподілів переміщень, 
зауважимо, що амплітуди та характер повторюваної 
пари коливань субгармонійного режиму дуже відріз-
няються і становлять різницю за амплітудою 17 % для 
Ux1, та 95 % для Ux2 – див. рис.12. 
Результати на рис.13 демонструють наявність 
субгармонійного режиму кратності два: оскільки кож-
не друге коливання повністю повторюється, про що 
свідчать «нульові» лінії на графіках, побудованих за 
формулою (2), причому сусідні коливання істотно від-
різняються одне від одного, про що говорить як аналіз 
даних графічних розподілів, так і амплітуд коливань – 
див. рис 11, 12. 
 
    
     
  
Рисунок 13 – Характеристика зміни коливання, вираховувана 
за формулою (2) для Ux1 (ліворуч) та Ux2 (праворуч) 
 
   
Рисунок 14 – Фазові траєкторії для перших 100 коливань 
(ліворуч) та з 100 по 200 (праворуч) 
 
Також одним з наочних засобів аналізу субгар-
монійних режимів є використання перерізів Пуанкаре, 
що в цьому випадку також підтверджує субгармоніку 
кратності два, оскільки починаючи з 80 коливання, усі 
парні коливання стягуються в одну точку, а непарні - в 
іншу (див. рис. 17,18). Графічне відображення траєк-
торій сумісного руху коливань мас m1 та m2 наведено 
на рис.19, що також дає змогу вести мову про сталий 
коливальний процес, при якому фази коливань збіга-
ються: додатній та від’ємний напрямки зміни перемі-
щень практично співпадають. 
 
  
Рисунок 15 – Фазові траєкторії для повторюваної пари  
коливань, m1 (ліворуч) та m2 (праворуч) /колами позначено 
початок та напрямок руху кожного коливання/ 
 
   
   
Рисунок 16 – Фазові траєкторії для парних (зверху) та  
непарних(знизу) коливань /колами позначено початок та 




Рисунок 17 – Переріз Пуанкаре для перших 100 коливань. 
m1 (зверху) та m2 (знизу) 
(умовні позначки: коло – перше коливання з діапазону, пря-
мий та похилий хрест – останнє парне та непарне коливання 
відповідно) 
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Рисунок 18 – Переріз Пуанкаре для коливань з 100 по 200.  
m1 (зверху) та m2 (знизу) 
 
   
Рисунок 19 – Траєкторії сумісного руху m1 та m2.  
Коливання з 100 по 200 – ліворуч, пара характерник коли-
вань – праворуч 
 
На рис. 20-27 представлено результати коливаль-
ного процесу для варійованих параметрів С12coef = 8 
та С2coef = 0,8. При цьому також спостерігається суб-




Рисунок 20 – Часові розподіли переміщень Ux1 та Ux2. 
 Початок коливань: перші 12 коливань (зверху) та коливання 
з 100 по 106 (знизу) /відмаштабовано відповідно до  
статичного навантаження/ 
   
   
Рисунок 21 – Часові розподіли: Ux1 ліворуч, Ux2 праворуч.  
Коливання з 100 по 110. Cубрагмоніка кратності два. 
/відмаштабовано відповідно до статичного навантаження/ 
 
   
Рисунок 22 – Фазові траєкторії для перших 100 коливань 
(ліворуч) та з 100 по 200 (праворуч) 
 
   
Рисунок 23 – Фазові траєкторії для повторюваної пари  
коливань, m1 (ліворуч) та m2 (праворуч) /колами позначено 
початок та напрямок руху кожного коливання/ 
 
   
   
Рисунок 24 – Характеристика зміни коливання, вираховува-
на за формулою (2) для Ux1 (ліворуч) та Ux2 (праворуч) 
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Рисунок 25 – Переріз Пуанкаре для перших 100 коливань: 
m1 (зверху) та m2 (знизу) /умовні позначки: коло – перше 
коливання з діапазону, прямий та похилий хрест – останнє 




Рисунок 26 – Переріз Пуанкаре для коливань з 100 по 200.  
m1 (ліворуч) та m2 (праворуч) 
 
Зауважимо, що коливальний процес має ознаки 
сталого вже після 30 коливань, однак різниця між по-
вторюваною характерною парою коливань не є насті-
льки наочною, як у першому випадку, тобто її можна 
сприйняти як за деякий перехідний процес, так і зо-
всім прийняти за чисельну похибку. Таким чином, 
запропонований алгоритм дає змогу досліджувати та 
однозначно визначати субгармонійні режими, що під-
тверджується докладним дослідженням, використо-
вуючи стандартні методи – фазові портрети, перетини 
Пуанкаре. 
 
   
Рисунок 27 – Траєкторії сумісного руху m1 та m2. Коливан-
ня з 100 по 200 - ліворуч, пара характерник коливань - пра-
воруч 
 
Висновки. Здійснений комплекс досліджень є 
підґрунтям для наступних висновків: 
1) запропонований підхід може бути підґрунтям 
для виявлення та дослідження субгармонійних режи-
мів у нелінійних системах; 
2) на прикладі системи з двома ступенями віль-
ності продемонстровано можливість виникнення суб-
гармонійних режимів при зміні параметрів жорсткос-
ті; до речі, передбачити чи спрогнозувати це явище 
заздалегідь не видається можливим; 
3) створений програмний комплекс дає змогу 
наочно дослідити можливість виникнення субгармо-
нійних режимів коливань для різноманітних діапазо-
нів варійованих параметрів. 
У подальшому запропонований підхід буде за-
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